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FORME ESATTE E FORME CHIUSE

Definizione 1 (Forme chiuse). Diciamo che una k-forma o (di classe C') & chiusa se do = 0.

Teorema 2 (Esatta = chiusa per le 1-forme). Sia Q un aperto di R"™ e sia f : Q — R una funzione di classe
C?. Allora la 1-forma differenziale df ¢ chiusa.

Dimostrazione. Consideriamo prima il caso n = 2. Allora f = f(z,y) e
df = 0uf(2,y) dx + 8, f (x,y) dy.
Allora
d(df) = (0. f (@) do + 9, f(z,y) dy)
=d(0f) Ndx + d(0y f) Ndy
- (amf(x, y) o + Bye f (2,7) dy) A da + (axy Fl@,y) da + 8,y f(w,y) dy) A dy
= Oy f(x,y) dy AN dx + Opy f(z,y) dz A dy
= (= O f(@,9) + 0uy f(2,9) ) du A dy,

Per il Teorema di Schwartz abbiamo che Jy, f (2, y) = 0zy f(2,y) il che conclude la dimostrazione nel caso n = 2.

Dimostriamo ora il caso generale. Siano x = (x1,...,2,) e f(x) = f(z1,22,...,2y). Allora

& =S 0uf (@) das.
i=1

Ora calcoliamo
n n

d(df):d(Zaf( dxz) N d(9:f) A de

i=1 =1

:i iaaf ) da; /\dxi:iiajaif(x)dxj/\dxi.

i=1 j=1
Ora siccome dx; A dz; = 0 possiamo scrivere
i=1 j=1 1<i<j<n 1<j<i<n

Nella soconda somma scambiamo le variabili ¢ e j, cioe scriviamo ¢ al posto di j e j al posto di 7. Quindi

Z 8J(91f(33) dl‘j ANdx; = Z (91(9]f($) dr; A darj

1<j<i<n 1<i<j<n
Inoltre, siccome dx; A dx; = —dx; A dx;, abbiamo che
Z (916]]6(3?) da:i /\dxj = — Z Bzajf(a:) dl‘j /\daci.
1<i<j<n 1<i<j<n

In conclusione,

i=1j=1

= Z 8j81f(az) dil?j A dﬂ?z - Z 67,3]f(1‘) dxj A dxz
1<i<j<n 1<i<j<n

- (ajai (@) — 8:0; f(z)) de; A d; = 0,
1<i<j<n

dove abbiamo di nuovo usato il teorema di Schwartz. O
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Teorema 3 (Esatta = chiusa). Sia Q un aperto di R" e sia o una k-forma di classe C? su Q. Allora la
(k 4 1)-forma differenziale da é chiusa.

Proof. Dal teorema precedente, segue che se o ¢ una 0O-forma (quindi una funzione), allora la 1-forma do &
chiusa. Dimostreremo il teorema partendo da una 1-forma a in R3. Il caso generale (per una k-forma in R") &
analogo. Consideriamo quindi la 1-forma

a=a(z,y,z)de +b(z,y, z) dy + c(z,y, z) dz.
Dimostreremo che la 2-forma da & chiusa.
do = d(a(x, y,z)dx +b(z,y, z)dy + c(z,y, z) dz)
=daANdx+dbANdy+dcNdz
= <89;a dx + Oyady + 0.a dz) A dx
+ (8mb d + d,bdy + d.b dz) Ady

+ (ﬁxcdx + Oycdy + ﬁzcdz> Adz
=0yady Ndx + 0,adz Ndz
+ Ozbdx ANdy + 0,bdz N dy
+ Ogcdx Ndz+ Oycdy N dz
= ((%b - @a) dx N\ dy + (Bza - amc) dz Ndx + <8yc - sz) dy Ndz.
Ora, calcoliamo d(da).
d(da) = d((9:b — y0) dw A dy + (9.0 — uc) dz A da + (e — .b) dy A d2)
= d(amb — Bya) ANdx N dy + d(aza — awc) ANdz Ndx + d(ayc - azb) ANdy Ndz
=0, (&Cb — aya)dz ANdx Ndy+ 0, (8za — &;c)dy ANdz ANdzx + Oy (ayc — 8zb)dx Ady N dz.
Osserviamo che
dzNdx Ndy = (dz Ndx) Ndy = (—=dz ANdz) Ndy = —dxz A (dz ANdy) = —dx A (—dy ANdz) = dx Ady A dz.

Nello stesso modo
dyNdz ANdx =dx ANdy A dz.

Quindi,
d(da) = 0, (azb — 8ya)dx Ndy A dz+ Oy (8za — Bxc)dx ANdyNdz + Oy (8yc — 8Zb)dx ANdy Ndz
= (me — Oy + 0y2a — OyaC + OpyC — szb> dr ANdy ANdz = 0. O

Definizione 4 (Forme esatte). Sia Q un aperto di R™ e sia k > 1. Diciamo che una k-forma o ¢é esatta se
esiste una (k — 1) forma 8 tale che dff = .

Le forme esatte sono sempre forme chiuse (vedi Teorema 3),
ma esistono forme chiuse che non sono esatte!

Esempio 5 (Chiusa non implica esatta). Sia Q :=R?\ {(0,0)} e sia « la 1-forma (di classe C* su Q)
—y x
a= e +y2dx+ o +y2dy.

Dimostrare che o € chiusa ma non esatta su 2.

Forme esatte e forme chiuse - esercizi

Esercizio 6. Sia Q :=R?\ {(0,0)} e sia a la 1-forma (di classe C*> su Q)
—y x
— d d .
T et E e

Dimostrare che o € chiusa ma non esatta su Q.




Esercizio 7. Sia Q :=R?\ {(0,0)} e sia a la 1-forma (di classe C*° su Q)
—y T
@212 T @2+ y2)e

dy.

(1) Dimostrare che a non é esatta.
(2) Per quali valori del parametro a > 0 la forma risulta chiusa?

Esercizio 8. Sia 2 :=R?\ {(0,0)} e sia o una 1-forma (di classe C*>° su Q).

2 2
—yx Yy

= d
O A x+x4+y

1 dy.

Dire se v € :

(a) chiusa e esatta (in Q);

(b) chiusa, ma non esatta (in Q);

(¢) esatta, ma non chiusa (in Q); - E possibile che una forma sia esatta, ma non chiusa?
(d) ne chiusa, ne esatta (in Q).

Esercizio 9. Sia Q :=R?\ {(0,0)} e sia @ una 1-forma (di classe C* su Q).

2
—Y Yy
a= dx + dy.
x2+y4 -T2+y4 Y

Dire se o ¢ :

(a) chiusa e esatta (in Q);

(b) chiusa, ma non esatta (in Q);
(c) esatta, ma non chiusa (in Q);
(d) ne chiusa, ne esatta (in Q).

Esercizio 10. Sia Q :=R?\ {(0,0)} e sia o una 1-forma (di classe C*° su Q).

2
-y 2zy
o= dr + dy.
x2+y4 $2+y4 Y

Dire se o ¢ :

(a) chiusa e esatta (in Q);

(b) chiusa, ma non esatta (in Q);
(c) esatta, ma non chiusa (in Q);
(d) ne chiusa, ne esatta (in Q).

Esercizio 11. Sia Q :=R?\ {(0,0)} e sia a una 1-forma (di classe C> su Q).

—siny T CosYy
x
x? + (siny)? 22 + (siny)? Y

Dire se o ¢ :

(a) chiusa e esatta (in Q);

(b) chiusa, ma non esatta (in Q);
(c) esatta, ma non chiusa (in Q);
(d) ne chiusa, ne esatta (in Q).

Esercizio 12. Sia Q :=R?\ {(0,0)} e sia o una 1-forma (di classe C*° su Q).
—sin(2y) x cos(2y)
= x
x? + (sin 2y)? 22 + (sin 2y)?

Dire se o € :

(a) chiusa e esatta (in Q);

(b) chiusa, ma non esatta (in Q);
(c) esatta, ma non chiusa (in Q);
(d) ne chiusa, ne esatta (in §2).

Esercizio 13. Supponiamo che la funzione a : R — R (di classe C') sia tale che la 1-forma
a=zdx +a(x)dy

e esatta. Trovare la funzione a e una funzione f tale che df = a.



Esercizio 14. Sia a : R — R una funzione di

¢ esatta su R2.

Esercizio 15. Sia a: R — R una funzione di

¢ esatta su R?.

Esercizio 16. Sia a: R — R una funzione di

¢ esatta su R2.

Esercizio 17. Sia a: R — R una funzione di

sia esatta su R2.

Esercizio 18. Sia a: R — R una funzione di

sia esatta su R2.

Esercizio 19. Sia a : R — R una funzione di

sia esatta su R2.

Esercizio 20. Sia a: R — R una funzione di

sia esatta su R2.

Esercizio 21. Sia a: R — R una funzione di

sia esatta su R2.

classe C1. Dire se la forma

ydx + x2a(y) dy

classe C'. Dire se la forma

ydx + za(y) dy

classe C*. Dire se la forma

zydx +a(y) dy

classe Ct. Dire se é possibile

zydx + a(x) dy

classe C*. Dire se & possibile

a(e) dz + aly) dy

classe C1. Dire se ¢ possibile

a(y) dz + a(x) dy

classe Ct. Dire se & possibile

a(y) dz + a(xy) dy

classe Ct. Dire se é possibile

a(x) dz + a(zy) dy

che la forma

che la forma

che la forma

che la forma

che la forma

1-forme chiuse in R? e R3 — due formulazioni equivalenti

Osservazione 22 (1-forme chiuse in R?). Sia Q un aperto di R? e sia o la 1-forma

o =

Allora la forma a é chiusa se e solo se

a(z,y)dz + b(z,y) dy .

Oya = 0,0 in Q.

Osservazione 23 (1-forme chiuse in R3). Sia Q un aperto di R3 e sia o la 1-forma

o = alw,y,2) do + bw,y, 2) dy + cla,y, =) dz.

Allora la forma o é chiusa se e solo se

Oya = 0zb, 0,a=0,c e 0,b=0yc in

Q.



